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基于拉普拉斯算子的综合孔径辐射计成像算法
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摘 要： 成像反演是综合孔径辐射计的一项关键内容 . 然而，综合孔径辐射计成像反演是病态的反问题 . 虽然

传统的正则化方法能有效克服其病态性，但依然存在较大的重构误差 . 为了进一步降低重构误差，提出一种基于拉普

拉斯算子的综合孔径辐射计成像算法 . 与传统的单参数正则化不同，该算法通过引入拉普拉斯算子项，对差分亮温构

造拉普拉斯混合正则化，并利用多维扩展的广义交叉验证准则选取 2个正则化参数 . 基于 L波段的 FPIR样机进行了

仿真分析，仿真结果表明：与改进的最小范数正则化和带限正则化相比，该算法均方根误差平均降低了 30%，峰值信噪

比平均提高了3 dB，证明了其有效性 .
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Imaging Algorithm of Synthetic Aperture Interferometric
Radiometers Based on Laplace Operator
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Abstract： The imaging inversion is a key content of synthetic aperture interferometric radiometers(SAIRs). Howev⁃
er, the imaging inversion in SAIRs is an ill-posed inverse problem. Although the traditional regularization methods can ef⁃
fectively overcome the ill-conditioned property, there is still a large reconstruction error. In order to further reduce the recon⁃
struction error, an imaging algorithm of SAIRs based on Laplace operator is proposed. Different from traditional single-pa⁃
rameter regularization, the proposed algorithm constructs the Laplace hybrid regularization for differential brightness tem⁃
perature by introducing a new term of Laplace operator. Moreover, two regularization parameters are selected by use of
multi-dimensional extended generalized cross-validation criterion. The simulation is based on the prototype of full polariza⁃
tion interferometric radiometer(FPIR). The simulation results show that compared with improved minimum norm regulariza⁃
tion and band-limited regularization, the root mean square error for the proposed algorithm has reduced by 30%, and the
peak signal to noise ratio has increased by 3 dB, proving its effectiveness.

Key words： passive microwave remote sensing；synthetic aperture interferometric radiometer；regularization；recon⁃
struction error；Laplace operator

1 引言

作为被动微波遥感领域的一项新技术，综合孔径

微波辐射计利用小口径天线干涉综合成大口径天线的

方法，有效提高了对地观测的空间分辨率，同时避免了

大口径天线带来的折叠、机械扫描和重量等方面的困

难 . 目前，综合孔径微波辐射计逐渐成熟，被应用于陆

地、海洋和大气遥感以及人体安检等领域［1，2］.
成像反演是综合孔径微波辐射计的一项关键内

容［3，4］. 然而，综合孔径辐射计成像反演在数学上是病

态的反问题，需要进行正则化处理以获得稳定的唯一

解 . 目前常用的正则化方法可归为 2类：第一类是采用

数学的手段进行约束，如 Tikhonov正则化、最小范数正
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则化、共轭梯度最小二乘（Conjugate Gradients Least
Squares，CGLS）等［5~7］；第二类方法是通过综合孔径辐

射计自身的物理特性进行约束，即带限正则化法［8］. 虽
然上述正则化方法能够有效克服其病态性，但依然存

在较大的重构误差［9］.
值得注意的是，传统的 Tikhonov正则化和最小范

数正则化方法，将固定的约束信息添加到了所有的频

带上，这会导致重构得到的亮温解过于平滑，从而无

法保留原始亮温分布的所有特征 . 因此，借鉴双参数

正则化［10］的思想，本文通过在正则化过程中引入一项

新的拉普拉斯算子项，提出了一种拉普拉斯混合正则

化方法，并基于研制的 L波段 FPIR样机进行了仿真

验证 .
2 综合孔径辐射计成像原理

与真实孔径辐射计不同，综合孔径辐射计干涉测

量结果是观测场景亮温分布在频率域上的可见度函数

采样 . 可见度函数 V（u）与观测场景亮温分布 TB（ξ）之

间的关系可以表示为［11，12］

V (ukl )µ
1

ΩkΩl

∬
 ξ ≤ 1

Fk (ξ)
-
Fl (ξ)´

TB (ξ)- Tr

1 -  ξ 2
r͂kl (

-uklξ

f0

)e
-2jπuklξdξ

（1）

其中，ξ=（sinθcosϕ，sinθsinϕ）为在笛卡尔坐标系下方向

余弦矢量，ukl为与天线 k和 l对应的基线矢量；Ωk和Ωl分

别为天线 k和 l的等效立体角，Fk和Fl分别为天线 k和 l
归一化电压方向图（F̄l表示Fl的复共轭）；Tr为接收机的

物理温度，r͂kl (τ)为 fringe washing函数，τ=−ukl ξ/f0为时间

延迟，f0为中心频率 .
将式（1）进行离散化，并考虑实际测量过程中可见

度函数测量误差和噪声的影响［13~15］，可得

VN ´ 1 =GN ´MTM ´ 1 + nN ´ 1 （2）
其中，G为系统调制矩阵，V为可见度函数向量，T为观

测亮温向量，n为噪声向量 . 由于亮温采样点数M一般

大于可见度函数采样点数N，因此式（2）是欠定的 . 同
时由于G矩阵的不适定性，噪声n的微小变化都会使得

反问题解产生很大的扰动，因此矩阵方程是病态的，其

解既不唯一也不稳定 .
对于病态的线性方程，通常是进行正则化处理 . 正

则化的作用是通过增加有关解空间的附加信息，并利

用约束泛函获得稳定可行解，从而缓解反问题的病态

性 . 目前，综合孔径辐射计中广泛使用的是最小范数正

则化和带限正则化方法 .
最小范数正则化是指求解式（2）的最小范数解，即

min
T

 T
2

2
s.t. GT =V （3）

为了求解式（3），先对矩阵G进行奇异值分解，即

G =∑
i = 1

N

α i si β
T
i （4）

其中，si≥0为G矩阵按降序排列的奇异值，向量ui和 vi分
别为 si的左奇异向量和右奇异向量 . 然后，通过抛弃那

些对误差传递影响很大的较小奇异值来缓解矩阵G的

病态性，即采用一个秩亏缺的良态矩阵 Gk =∑
i = 1

k

α i si β
T
i

来代替矩阵G. 因此，反演亮温 T̂为

T̂ =G +
k V =∑

i = 1

k 1
si

β iα
T
i V （5）

其中，k为正则化参数 .
对于综合孔径辐射计，由于天线单元数量是有限

的，因此测量的可见度函数采样值被限制在有限的带

宽H内 . 带限正则化是指求解下列约束最小二乘问题：

min
T

 V -GT
2

2
s.t. T ′= 0 outside H （6）

其中，T'=UT为 T的傅里叶变换，U是离散傅里叶变换

运算符 . 因此，反演亮温为

T̂ =U * ZJ +V （7）
其中，J+=（J*J）-1J*是矩阵 J=GU*Z的广义逆矩阵，Z是补

零运算符，*表示共轭转置 .
由于综合孔径辐射计覆盖的基线范围有限，无法

获取观测目标亮温的高频分量，因此存在固有的系统

误差 . 为了降低系统误差，引入一个先验亮温分布 T͂，

对差分可见度函数DV =V -GT͂ 进行反演成像，即求解

最小二乘问题：

min
DT

 DV -GDT
2

2
（8）

其中，DT = T - T͂. 为了获得先验亮温分布 T͂，首先利用

陆地与海洋分界的先验信息，将观测场景划分为陆地

区域和海洋区域，并将每个区域的亮温设为恒定值，

然后根据最小二乘准则求出每个区域的亮温值，详见

文献［16］. 因此，对于最小范数正则化，其反演亮温

变为

T̂ =G +
k (V -GT͂ ) + T͂ （9）

对于带限正则化，其反演亮温变为

T̂ =U * ZJ +(V -GT͂ ) + T͂ （10）
为了方便区分，式（9）的方法称为改进的最小范数

正则化，式（10）的方法称为改进的带限正则化 .
3 拉普拉斯混合正则化

对于双参数混合正则化方法，王文娟等将其应用

于电导率的反演成像中，得到了更为精确稳定的解［17］；
刘婷等将其应用于脑磁时序信号的逆问题求解中，重

构出更为准确且时域平滑的脑内神经信号［18］. 受此启
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发，为了进一步降低综合孔径辐射计的重构误差，本文

借鉴双参数正则化的思想，提出了一种拉普拉斯混合

正则化方法 .
3. 1 拉普拉斯混合正则化方法

为了获取高精度的观测场景亮温，本文在标准的

单参数 Tikhonov正则化的基础上，通过引入新的拉普

拉斯算子项，对差分亮温添加 2种不同的约束，即求解

如下极小值问题：

min
T

 V -GT
2 +λ1 T - T͂

2

+ λ2 L(T - T͂)
2

= min
T

 DV -GDT
2 +λ1 DT

2 + λ2 LDT
2

（11）

其中， DV -GDT
2
为数据拟合项，即解的残差范数；

 DT
2
为能量泛函约束项，使得解全局能量最小；

 LDT
2
为拉普拉斯算子项，使得重构解能够保留原始

亮温分布的多尺度信息，其中L是离散化后与拉普拉斯

算子对应的正则化矩阵；λ1和 λ2为大于 0的正则化参

数 . 拉普拉斯算子可以分为一阶拉普拉斯算子和二阶

拉普拉斯算子等，其中一阶拉普拉斯算子可以反映图

像的边缘特征，二阶拉普拉斯算子可以反映图像的纹

理结构特征 . 本文采用二阶拉普拉斯算子，则离散化后

对应的正则化矩阵L为

L =

é

ë

ê

ê

ê

ê

êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

úúú
ú

ú

ú

ú

ú2 -2
-1 2 -1


-1 2 -1

-2 2

（12）

求解式（11），可得反演亮温 T̂为

T̂ = (G*G + λ1 I + λ2 L* L)-1G* (V -GT͂)+ T͂ （13）
3. 2 正则化参数的选择

正则化参数的选取在综合孔径辐射计成像反问题

研究中起着非常重要的作用 . 然而，正则化参数的选取

策略较为复杂而且没有普适的方法 . 目前，主要采用的

2种方法，分别是 L曲线和广义交叉验证（Generalized
Cross-Validation，GCV）准则 .

对于最小范数正则化，将采用GCV准则选取正则

化参数 . GCV准则的基本思想［19］是当原始数据项 V中

去掉一项 Vi时，由此产生的新方程可以预测出去掉的

分量，即通过最小化GCV函数

v(k)=

1
N

 (I - f (k))V
2

é
ë
êêêê ù

û
úúúú1

N
tr(I - f (k))

2
（14）

来确定正则化参数，其中 f (k)=GG +
k，tr表示方程的迹 .

对于拉普拉斯混合正则化，其有 2个正则化参数需

要确定，通过传统的GCV准则无法同时得到最优的2个
参数，所以本文采用多维扩展后的GCV准则 . 多维扩展

后的GCV准则［20］将GCV函数视为向量 λ=（λ1，λ2）T的多

元函数，即

v(λ)=
 GT̂ -V

2

[ ]tr(I - f (λ))
2

（15）
其中 f（λ）=G（G*G+λ1I+λ2LTL）-1G*. 然而，通过最小化式

（15）求解正则化参数计算代价太大，难以同时处理矩

阵G和所有正则化矩阵 . 文献［20］证明了可以利用矩

阵 Z(λ)= (∑
i = 1

2

vi (λi ))2 来代替 v（λ），通过求解目标函数 Z

（λ）的极小值来获取近似解 . 其求解过程为分别对单参

数的 GCV函数 vi（λi）进行最小化获得正则化参数 λ1和
λ2，然后组成向量 λ.

最小范数正则化和带限正则化等传统正则化方法

对成像反问题添加单一的约束和限制，属于单一正则

化方法 . 然而，综合孔径辐射计成像反问题是非常复杂

的，单一正则化方法都有一定的侧重性，具有相应的优

点和缺点，这意味着即使在选择了最优的正则化参数

情况下，单一正则化也无法确保反问题解的稳定性和

健全性 . 因此，与传统的单一正则化不同，本文提出了

一种拉普拉斯混合正则化方法，其优点在于通过引入

拉普拉斯算子项来反映原始亮温分布的其他尺度特

征，如边缘特征、纹理结构特征等，从而提高反演亮温

的精度 .
为了降低频谱截断所导致的吉布斯振荡现象，一

般需要利用窗函数对可见度函数进行加窗平滑，可得

加窗后重构亮温为

T̂w =U *WUT̂ （16）
其中，W为窗函数 .

为了定量地分析重构误差，计算重构结果与真实

亮温分布之间的均方根误差 RMSE与峰值信噪比

PSNR，即
RMSE = ∑

i = 1

m

[ ]T̂w (i)- Tw (i)
2

m （17）

PSNR = 10 × lg ( 255
RMSE ) 2

（18）
其中，m为无混叠视场内的像素个数 .
4 仿真结果

为了验证上述拉普拉斯混合正则化方法的有效

性，基于 L波段（1.4 GHz）FPIR样机系统进行了仿真分

析 . FPIR样机是一套 L/X波段一维全极化综合孔径辐

射计，主要用于探测海表面盐度［21］. 图1为FPIR样机双

频天线阵列布局，其中 L波段的阵列天线放置在两边，

X波段的阵列天线放置在中间区域 . 仿真系统为工作

在 H极化状态的 L波段 FPIR样机，最短基线为 d=
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0.589λ0，6根观测天线 a1，a2，…，a6稀疏地排列在不同

的位置，其间隔依次序分别为 d、d、2d、5d、d，所以可得

最长基线为10d.

仿真系统其他参数如下：带宽为 B=20 MHz，fringe
washing函数设为 sinc（Bτ），积分时间为 1 s. 包含零基

线并考虑共轭对称性后，总共可获得 31个可见度函数

采样点 . 在天线暗室中，对 L波段的阵列中 6根观测天

线的方向图进行测量，综合孔径方向上测量的归一化

天线电压方向图如图2所示 .

原始亮温分布如图 3所示，包括 2种典型的观测目

标区域，其中图 3（a）为纯海洋区域，图 3（b）为海洋陆地

交界区域 . 原始亮温分布来源于Aquarius卫星 2013年
8月 19日观测的某区域 L波段H极化辐射亮温数据 .
作为一维综合孔径辐射计，FPIR系统单次测量只能获

取一个条带的亮温数据，通过载荷平台的移动进行推

扫成像，以获取二维亮温图像 .
基于上述仿真系统，利用式（1）可仿真得到可见度

函数 . 在实际测量过程中，不可避免地存在测量噪声，

所以利用均值为零方差为 0.01×max（Vi）的高斯白噪声

来模拟测量误差或者噪声 . 然后，分别利用改进的最小

范数正则化、改进的带限正则化和拉普拉斯混合正则

化对含噪声的可见度函数进行重构，得到无混叠视场

内重构结果，如图 4所示，其中图 4（a）为纯海洋区域重

构结果，图 4（b）为海陆交界区域重构结果 . 在图 4中使

用的窗函数为汉宁窗，原始亮温分布也进行了加窗处

理以便于比较 . 从图 4中可以看出，与改进的最小范数

正则化和带限正则化相比，拉普拉斯混合正则化重构

误差明显降低，更加接近于真实亮温分布 .
此外，计算了重构结果与原始图像之间的RMSE和

PSNR. 表 1为图 4中纯海洋区域和海陆交界区域亮温

分布经过不同成像算法后重构误差对比结果 .
为了进一步验证拉普拉斯混合正则化的鲁棒性，

分析了噪声对重构结果的影响 . 在式（1）可见度函数基

础上加入不同方差的高斯白噪声，然后分别利用改进

的最小范数正则化、改进的带限正则化和拉普拉斯混

合正则化进行成像反演 . 图 5所示为不同噪声情况下

纯海洋区域重构结果性能 . 在图 5中，当噪声为零时，

图1 FPIR双频天线阵列布局

图2 综合孔径方向归一化天线方向图

(a) 纯海洋区域

(b) 海陆交界区域

图3 原始亮温分布
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改进的最小范数、改进的带限正则化和拉普拉斯混合

正则化的RMSE分别为 0.05 K，0.06 K和 0.03 K. 从图 5
中可以看出，虽然测量噪声大小不同，但是拉普拉斯

混合正则化比改进的最小范数和带限正则化重构结果

RMSE降低了 40%以上，PSNR提高了 5 dB以上 . 值得

注意的是，仿真中带限正则化的性能明显差于最小范

数正则化，这是由于FPIR样机天线单元数量仅有 6根，

导致频率上覆盖的基线范围很小，从而导致带宽受限

的约束性能不佳 .
类似地，不同噪声情况下海陆交界区域重构结果

性能如图 6所示 . 从图 6中可以看出，与改进的最小范

数和带限正则化相比，在不同噪声情况下，拉普拉斯混

合正则化重构结果RMSE有效降低，PSNR明显上升 .
此外，在图6中，当噪声为零时，改进的最小范数和带限正

则化以及拉普拉斯混合正则化的RMSE分别为 1.46 K，
1.64 K和 1.18 K. 对于海陆交界区域，由于观测亮温分

布跨度大，其吉布斯振荡现象更加明显，残留的重构误

差较大 . 因此，对于海陆交界等亮温变化剧烈的场景，

拉普拉斯混合正则化性能比改进的最小范数和带限正

则化有一定的提升 .
综上所述，本文提出的拉普拉斯混合正则化方法

对于测量误差或者噪声干扰具有良好的鲁棒性，对于

不同的观测场景都能有效地降低其重构误差，尤其是

对于纯海洋区域 .
拉普拉斯混合正则化的计算时间与矩阵G的大小

密切相关 . 当矩阵 G大小为 31×91时，在 2.4 GHz Intel
i5-4210U处理器和 12 GB内存的笔记本电脑上，改进的

最小范数正则化、改进的带限正则化和混合正则化的

(a) 纯海洋区域

(b) 海陆交界区域

图4 重构结果

表1 不同成像算法的重构误差

成像算法

改进的最小范数正则化

改进的带限正则化

拉普拉斯混合正则化

海洋区域

RMSE
0.68 K
2.15 K
0.38 K

PSNR
51.44 dB
41.50 dB
56.59 dB

海陆交界

RMSE
1.77 K
2.46 K
1.58 K

PSNR
43.19 dB
40.30 dB
44.18 dB

(a) 均方根误差

(b) 峰值信噪比

图5 不同噪声情况下纯海洋区域重构结果性能
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Matlab计算时间分别为 0.159 6 s，0.112 6 s和 0.318 3 s.
结果表明，虽然拉普拉斯混合正则化能有效地提高反

演的精度，但是需要花费更长的计算时间，其计算时间

大约是改进的最小范数正则化的两倍 . 对于大型的综

合孔径天线阵列，可利用GPU平台来计算拉普拉斯混

合正则化反演结果以加快计算速度 .

5 结论

高效的成像反演算法是综合孔径辐射计的关键技

术之一 . 综合孔径辐射计干涉输出的是可见度函数，成

像反演算法的目的是将可见度函数重构为精确的辐射

亮温图像 . 然而，综合孔径辐射计成像反问题是病态

的，虽然传统的正则化方法能有效克服其病态性，但依

然存在较大的重构误差 . 针对上述问题，提出了一种基

于拉普拉斯算子的综合孔径辐射计成像算法 . 该方法

通过引入新的拉普拉斯算子项，对差分亮温构造拉普

拉斯混合正则化，并利用多维扩展的广义交叉验证准

则选取 2个正则化参数 . 与传统的单一正则化相比，其

优点在于通过添加 2个约束项来构造拉普拉斯混合正

则化，以反映原始亮温分布的多尺度特征，从而得到更

精确的反演亮温结果 . 利用研制的 L波段 FPIR样机进

行了仿真分析，仿真结果表明：与改进的最小范数正则

化和带限正则化相比，本文方法重构结果更加接近真

实亮温分布，能明显降低重构误差，并且具有良好的鲁

棒性 .
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